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Hatvanysorok, Taylor sorok

Kozismert, hogy ha —1 < x < 1 akkor

o0
l+x+x2+x3 4+ =) x"= :
; 1—x

Az egyenlet baloldalan 4llé kifejezés x hatvanyaibdl all6, végtelen tagu
Osszeg, a jobboldalon pedig x-nek egy szokasos fliggvénye all.
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Hatvanysorok, Taylor sorok

"z

Azon fiiggvényeket keressiik, amelyek eléallithatéak ilyen formaban.
Altaldban az

oo
a+ aix+ax+--= E anpx"
n=0

alakud Osszeget végtelen hatvanysornak nevezziik.
Az

n
ao+31X+32X2—|—"'+aan= E aix'
i=0

osszeget a hatvdnysor n. részletosszegének nevezziik.
Ha egy fliggvény eléall ilyen alakban, akkor azt mondjuk, hogy
hatvanysorba fejthetd.

Hatvanysorok alkalmazasai
@ A sor n. részletosszegét kiszdmitva megkaphatjuk a fliggvény
helyettesitési értékének egy kozelitését.
@ Az n. részletosszeg a fliggvény egy kozelitését adja.
@ Bizonyos feltételek mellett a hatvanysor tagonként integrilhaté (ha

a sor abszoliit konvergens), amellyel a fiiggvény kozelité integraljat
kaphatjuk meg.
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Hatvanysorok, Taylor sorok

A valds analizisbdl ismert fiiggvények nagy része eléallithatd hatvanysor
alakban, azaz

f(x) =ao+aix +ax>+-- = Zanx".
Példak
°
_ i x"
n=0 n!
e o0
2n+1
sin(x) = Z 2n Y
n=0
°

e —1)"x2n
cos(x) = "Z:% %
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Az e* fliggvény hatvanysordnak részletosszegei:
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Az sin(x) fiiggvény hatvanysoranak részletdsszegei:

sin(x)
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Bizonyos feltételek mellett a hatvanysorok tagonként tetszéleges rendben
differencidlhatéak, azaz

i
<Za,, ) ao+alx+azx 4 )’:al+2azx+3a3x2—|—-~-
1
' (x (Z anX > (ap+aix+aox®+---)" = 2ay+6azx+12a4x> - - -

!
f'(x) = (Z apX ) (ag+ayx+apx®+---) = 6a3+24a;x+60a5x>+ - -
A fentiekbdl az x = 0 helyen a kovetkezdket kapjuk:

1 1
f(0) = ao, f’(O) = ay, Ef”(O) =a,... mf(")(o) = a,,
azaz

> f£(n)
=3 0

n!
n=0
amelyet az f figgvény Maclaurin sordnak neveziink.
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Azon x € R értékek Osszességét, amelyekre a hatvdnysor konvergens a
hatvanysor konvergencia tartomanyanak nevezziik.

Példa
Az

1+ x+- Zx

geometriai sor minden —1 < x < 1-re konvergens, egyébként divergens.

Definicid
Az

hanyadost az
o0
> o
n=0

hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik.
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Tétel
Jelolje R a

(o0}
E anpx"
n=0

hatvanysor konvergenciasugarat. Ekkor a hatvdnysor minden |x| < R
esetén abszoldt konvergens, |x| > R esetén divergens, |x| = R esetén
tovabbi vizsgalatok sziikségesek a konvergencia eldontéséhez.

Feladat
Szdmitsuk ki a kovetkezé hatvanysorok konvergenciasugarat!

et n 0 X2n+1

=Y 2 sin(x) = 2V 1o 3X

n=0 ' n=0

Z3n n

Burai Pél Eléadas koveté félidk



Hatvanysorok, Taylor sorok

AZ 14x+x 2+... hatvanysor részletdsszegei
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Fuggvényérték kozelitése Maclaurin sor segitségével

Tegyiik fel, hogy a hatvanysor konvergencia sugara R, és az Gsszege f(x),
ha |x| < R. Legyen |xo| < R. Szdmitsuk ki f(xo) kozelitd értékét!

f(x)= ao+axo+-—+ag FamxTt-

f(x) nedrendii kozelitd értéke maradéktag

Példa
Becsiiljik meg sin(2) értékét!
X 8 32 14
sin(x) = X—+X +--- ebbdl  sin(2)x=2-—-+—=-—=0.9333

3! 6 120 15
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Hatvanysorok, Taylor sorok

A Maclaurin sor a fliggvényt a 0 pont kozelében "jobban” kozeliti. Az
alkalmazasok szempontjabdl fontos altaldnositdsa a hatvanysorba fejthetd
fliggvények tetszdleges |xo| < R pont koriili hatvanysorfejtése.

Definicié
Az xo egy kornyezetében végtelen sokszor differencidlhaté f fuggvény
esetén, ha

f”(Xo)

f(x) = f(x) + ' (x0)(x — x0) + o (x — x0)2 +
(m) (xq > F(n)(x
+f n(! O)(X*XO)"JF"' :Z d n(! 0)(X*X0)n7

akkor azt mondjuk, hogy f Taylor sorba fejtheto x; koril és az
egyenlGség jobb oldaldn all6 végtelen Osszeget az f fuggvény xy koriili
Taylor soranak nevezziik.
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Hatvanysorok, Taylor sorok

Példa

Fejtsiik Taylor sorba a cos fiiggvényt xo = % koriil. Mivel cos(3) =0,
ezért a sor minden péros rendii tagja (0. derivalt, 2. derivalt stb.) kiesik,

igy

cos(x) = cos(5) —sin(F)(x — 5) — cosz(!g)(x — %)2 +
sin(%) - _ 1 B
3 (x—5)3+"':—(X—5)—|—§(X—3)3-1-"'
Feladat

Kozelitsiik az e szam értékét az exponenciilis fliggvény Taylor sora
segitségévell Mi lesz a "jé" xg7
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Hatvanysorok, Taylor sorok, Példa

A nyomds p a tengerszint feletti magassag h fuggvénye a

kovetkez6képpen:

p(h) = p = poe™ ",

ahol py = p(0), azaz, a nyomds a tengerszinttel azonos magassagon, «

pedig adott konstans, amely a levegd siirliségétdl fiigg. Ekkor a h
magassagbeli és a tengerszinten 1évé nyomas kiilonbsége:

Ap = p(h) — p(0) = p— po = po(e™*" — 1).

Az exponencidlis fliggvény kozelitését felhaszndlva e ™ =1—x+4---, az
el6z6 nyomaskiilonbség kozelitd értéke:

Ap =~ po(l — ah — 1) = —pah.

Tegytuk fel, hogy meg akarjuk becsiilni azt a h magassdgot amelyen a

nyomdas 1%-kal kisebb, mint a tengerszinten, azaz % = %, ha
a =0.121-1073. Ekkor
A 1 1
he - 2P = 2 _goeam.

po  1000.121-10-3
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Fourier sorok

A hatvanysorokkal torténd fiiggvénykozelités hatranya, hogy a hatvanysor
elsé n elemébdl allé polinom csak egy adott pont kornyezetében ad jé
kozelitést. Egy mérnoki alkalmazasok szempontjabdl fontos periodikus
fuggvény esetében a hatvanysor egy véges darabjaval nem lehet j6l
kozeliteni a fuggvény a teljes valds szdmok halmazén, hiszen a polinomok
nem periodikus fliiggvények. A megolddst a periodikus fliggvényekbdl allé
Fourier sorok jelentik.

Definicié
Az f fliggvény periodikus, ha létezik L pozitiv valdés szdm, hogy

f(x) = f(x + L) minden x € R esetén. A legkisebb olyan L-et, amellyel
ez teljesil a fliggvény periédusinak nevezziik.

Példa

A sin: R — [0, 1] fiiggvényre teljesiil, hogy sin(x) = sin(x + 2k)
tetszbleges k egész szam esetén, igy a szinusz fuggvény periodikus. A
legkisebb pozitiv egész, amelyre az el6bbi egyenloség teljesiil 2, tehat a
szinusz fluggvény periédusa 27.
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Fourier sorok

Definicié
Legyenek ag, a1,..., b1, bo,... numerikus sorozatok, ekkor az
a (oo}
EO + Z(an cos(nx) + b, sin(nx))
n=1

fuggvénysort Fourier sornak nevezziik.

A sor tagjainak kiilonbozé a periddusa, az n.-nek 27” Tekintsiink egy
olyan egyutthatérendszert ag, a1, ..., b1, bo, ..., amelyre a fenti sor
konvergens, ekkor létezik egy olyan f fliggvény, hogy

Z a, cos(nx) + b, sin(nx)).

Ekkor ezt az f fiiggvény Fourier soranak nevezziik.

Bebizonyithatd, hogy ezt a sort lehet tagonként integrélni.

Kérdés: Hogyan hatarozhatd meg egy adott fliggvény esetén az el6bbi
egyiitthatérendszer?
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Fourier sorok, Az egyutthatdék kiszamitasa

Az egyutthaték kiszdmitdsdhoz sziikségiink lesz az aldbbi integralokra.
TetszOleges n, m pozitiv egész szamok esetén fennallnak a kovetkezd
egyenlGségek:

™ ™

/cos(nx)dx = /sin(nx)dx -0
/sin(nx) sin(mx)dx = /cos(nx) cos(mx)dx = {0, ha m # n,
m, ha m=n,

s

/sin(nx) cos(mx)dx = 0.

—T
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Fourier sorok, Az egyutthatdk kiszamitdsa

ap kiszamitasa
Integraljuk a Fourier sort a [—m, 7] intervallumon, ekkor

s

s 1 00 T 00 s -
/f(x)dx: E/aodx—i—;an/cos(nx)dx—l—;b,,/sm(nx)dx,

-7 -7 — —
—— —_— —_———
=2mag =0 =0

azaz
™

ap = 7lr / f(x)dx.

—T
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Fourier sorok, Az egyutthatdk kiszamitdsa

a, kiszamitasa
Szorozzuk a Fourier sort cos(kx)-szel, majd integréljuk a [—7, 7]
intervallumon, ekkor

s

/ f(x) cos(kx)dx = % jcos(kx)dx—i— i an /7T cos(nx) cos(kx)dx

B 0 R 0
s ) ™
+ak/cos(kx) cos(kx)dx+2bn/cos(kx) sin(nx)dx,
-7 n=1 ",

azaz
™

ax = % / f(x) cos(kx)dx.

—T
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Fourier sorok, Az egyutthatdk kiszamitdsa

by kiszamitasa
Szorozzuk a Fourier sort sin(kx)-szel, majd integraljuk a [—, 7]

intervallumon, ekkor

]f(x)sin(kx)dx: % /ﬂsin(kx)dmian]cos(nx)sin(kx)dx

|
=0 =0
—|—an/cos(kx)sin(nx)dx—l—bk/cos(kx)sin(kx)dx,
g;i —m —
=0 =7

azaz

b = 7lr / f(x)sin(kx)dx.

—T
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Fourier sorok, Az egyutthatdk kiszamitdsa

Ha az f fliggvény 27 szerint periodikus és el&3ll

= ?0 ; ap cos(nx) + by sin(nx))

alakban, akkor az egyiitthatdkra teljesiilnek a kovetkezék:

ap = l / f(X)dX, ax = % f f(X) COS(kX)dX,
s -7
by =1 [ f(x)sin(kx)dx.

Mivel f 27 szerint periodikus, tetszbleges 27 hossziisagu intervallumon
ugyanezt az eredményt kapjuk.

Burai Pal Eléadas kovet félidk



Fourier sorok, Konvergencia

Nem minden fliggvény Fourier sora konvergens pontonként, de a mérnoki
alkalmazadsokban eléfordulé fiiggvények nagy tobbségének konvergens a
Fourier sora. Szamtalan konvergenciakritérium ismert mind a
pontonkénti, mind a mas tipust konvergencidval kapcsolatban. Az egyik
legismertebb a

Dirichlet lemma

Tegytuk fel, hogy f periodikus, korlatos, véges sok szélstértéke van, és
véges sok szakaddsa, amelyek mind elséfajiak. Ekkor f Fourier sora
pontonként konvergens. Tovabb4, a fliggvény folytonossagi helyein a
fuggvényértékhez, egyébként a bal- és jobboldali hatarérték szamtani
kozepéhez konvergal.
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Fourier sorok, Pdros és paratlan fuggvények Fourier sora

Ha f péros, azaz f(x) = f(—x), akkor a szinuszos egyiitthatdk eltiinnek.
Tehdt b, =0, n=1,...,00.

Paros fuggvény Fourier sora

o0
f(x) = % + Z ap cos(nx).
n=1

Ha f pératlan, azaz f(x) = —f(—x), akkor a koszinuszos egyiitthaték
tlinnek el. Tehat a, =0, n=1,...,00.

Paratlan fluggvény Fourier sora

f(x) = Z by sin(nx).
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

Fiirészfog fiiggvény: Az

T

1

£(x) 1x+1 -1 <x<0,
X) =
sx—1 0<x<7

27 szerint periodikus kiterjesztését a valds szamok halmazara flirészfog
fuggvénynek nevezziik.

051

05
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

A flirészfog fliggvény pératlan, ezért a Fourier sora csak a szinuszos
tagokat tartalmazza. Igy csak a by egylitthatdkat kell kiszamitanunk.

1 /9 /1 1 (/1 -2
by = 7/ (x + 1) sin(kx)dx + —/ <x - 1> sin(kx)dx = —.
T ) \T T Jo \T km

Tehat a Fourier sor alakja:

-2 > sin(nx)

s n
n=1

Az elsé nyolc tagig a részletdsszegek grafikonja a [—r, 0] intervallumon.

12

25 2 15 1 05
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

Haromszog hullamfiiggvény: Az

£(x) —-x, —m<x<0
X) =
X, O<x<m

27 szerint periodikus kiterjesztését a valdés szdmok halmazara haromszog
hulldmfiiggvénynek nevezziik.
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

A hdromszog hullamfiiggvény péros, ezért a Fourier sora csak a
koszinuszos tagokat tartalmazza. Igy csak az a, egyutthatdkat kell

kiszamitanunk.
{0 ha k paros,
ap =, ax =

—-4.  ha k paratlan.

k2

Tehat a Fourier sor alakja:

T —4 = cos((2n + 1)x)
§+7n§::1 (2n+1)2

Az elsé négy tagbdl 31l részletdsszegek grafikonja a [0, 7] intervallumon.
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

Téglalap hullamfiliggvény: Az

-1, —m<x<-%
f(X): 13 _7T<X§%
-1, Z<x<m

27 szerint periodikus kiterjesztését a valds szamok halmazara téglalap
hullamfiiggvénynek nevezziik.
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Fourier sorok, Példak Fourier sorokra

A téglalap hullamfiiggvény paros, ezért a Fourier sora csak a koszinuszos
tagokat tartalmazza. Igy csak az ay egylitthatdkat kell kiszamitanunk.
km

30:0, ak:ESinT

Tehat a Fourier sor alakja:

2 Z Lsin(nm) cos(nx).
TN 2

Az els6 tiz tagbdl allé részletésszegek grafikonja a [—7, 7] intervallumon.
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Fourier sorok, Tetszoleges peridédusi fuggvények

Legyen f periodikus 2L periédussal, azaz
f(x +2L) = f(x).

Végezziik el a z = Tx helyettesitést, ekkor az fz)=f (Tx) fiiggvény
mar 27 szerint lesz periodikus. (Az egyszeriiség kedvééért a tovdbbiakban
f helyett f-et irunk). Az 4j fiiggvény Fourier sora pedig az aldbbi alaku

lesz .
_ .
f(z) = >t nz_:l(a,, cos(nz) + by sin(nz)),
amelybdl

oo

f(x) = % + ; (a,, cos (HTWX) + b, sin (HTWX)) .
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Fourier sorok, Tetszoleges peridédusi fuggvények

Ha az f fliggvény 2L szerint periodikus és eldall

f(x) = % + i (a,, cos (nTﬁx> + b, sin (nTﬂx))
n=1

alakban, akkor az egylitthatdkra teljesiilnek a kovetkezék:

L
L
a0 :%/f(x)dx, =1 [ f(x)cos (Kx) dx,
“1
S

r~h—‘

fLLf )sin (KX x) dx.
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Fourier sorok, Tetszoleges peridédusi fuggvények

Példa
A 4 periédusu téglalap hullamfiiggvény: Az

-1, - <
F(x) = 1, 2<x<0
1, 0<x<?2

4 szerinti kiterjesztése az egész szamegyenesre a 4 periddusi téglalap
hullamfuggvény.
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Fourier spektrum

Tekintsuk a kovetkezo szinuszos Fourier sort
o0
Z apsin(nwt + ¢,),
n=1

amely egy elektromos rendszerbeli jelt vagy rezgést ir le. Ekkor w az
alapfrekvencia 2w, 3w, ... a harmonikusok. Az a;, a,...
egylitthatdk pedig az alapfrekvencidhoz, illetve a harmonikusokhoz
tartozé amplitadok.

Az ilyen és ehhez hasonlé periodikus jelek- dthaladva egy er0siton,
energiaatalakitén vagy sziirén- torzulhatnak, csillapitédhatnak.

A fenti jelet leiré Fourier sort jol jellemzi a

(a1,w), (a2,2w),...(an, w),...

Fourier spektrum, melynek véltozasa a jel torzulasaval, valtozasaval
hozhaté Osszefliggésbe.

Ha a bemend és a kijovo jel Fourier spektruma megegyezik, akkor a jel
nem torzult a jelatvitel sordn.
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Fourier sorok, Feladatok

Szamitsuk ki a kovetkez6 fliggvények Fourier sorat!

(]
0, —m<x<-3%
fx)=41, -3<x<3%
0, %SXSW
Q
1 —r <
f(x):{ T<x<0
-1 0<x<n
Q
f(x) = [sin(x)|
Q

0 2r<x<—m7
f(x)=4¢1 —7n<x<7
0 7<x<2m
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